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Le linee si dividono in rette ed in curve; combinandole formasi una 
terza linea la quale dicesi spezzata mistiliiiea : pertanto retrocedendo 
come fra le mistilinee e le curve insorgono le curvilinee cosi fra le 
curve e le rette insorgono le rettilinee che si dicono anche spezzate 
senza altro aggiungere. Di una qualità di queste ultime intendesi hre- 
vemente di trattare. Desse sono con parzialità coltivate specialmente 
se riduconsi a produrre i poligoni. Che se in tale stato si dimentica 
e ti trascura l’origine mentre, non essendo ne la retta ne la curva, 
si manifesta quasi imperfetta, non si deve prestar fede ad una tale 
apparenza. Si sa principalmente quanto vantaggio apportarono alle 
curve quantunque con calcolo per verità ben astruso di piccolezza 
senza limiti, inlìnita. Che se meglio conoscere si voglia soltanto il ca- 
rattere di una operazione geometrica, avviene che le spezzate stes.se 
negli stessi poligoni favoriscono all’intento. Cosi se, per esempio, 
si abbassi una normale dall’ angolo retto di un triangolo rettangolo 
non si ha che divisione del primo in due simili al primo : ma po- 
tendosi continuare simili divisioni, si vede che in sostanza, quan- 
danche non si rifletta alla possibilità di oj>erare in ogni senso, nou 
trattasi che di una spezzata la quale procede con data legge lino a zero 
avendo due lati del triangolo primitivo per limiti del suo |>er così dire 
moto ad ogni istante meno spazioso oche si perde nell’ immaginazione 
e che tende con sempre maggiore grandezza all’ infinito se si 0|)eri in 
senso inverso giacché non si esce dai mentovati limiti. Si osservi ancora 
come le spezzate servano a dare unità geometrica. Per esempio la tan- 
gente e la secante compariscono cose disparate nel circolo ; frattanto 
per maggiore chiarezza si prenda non più che un punto della circon- 
ferenza per luogo di principio e di ritorno contìnuo di una spezzata for- 
mata da una corda la quale protratta come l>ase fuori dei circolo e pie- 
gata in seguito in angolo retto forma un rettangolo di qualsivoglia al- 
tezza e che si riproduce mediante corde sempre minori lequali partono 
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dallo stesso piinloda cui risulterà una spezzata in certo modocentraliz- 
zata. Col riferito andamento l’arco per l’eguale curvatura è diviso a 
metà dalla tangente se questa per caso dal rettangolo fu prodottae giun- 
gerà infine ad essere zero e zero la corda , ed il rettangolo mediante il 
quarto lato si confonderà col diametro; ma intanto siccomelccorde fu- 
rono protratte in qualità di secanti succede che la tangente nel punto 
di centralizzazione è la secante medesima normale al diametro giacché 
in esso rimane del pari il centro di curvatura : nel tempo stesso la base 
del rettangolo divenuta tangente sarebl>e zero se la secante non fosse 
niente più che la corda, os.<ervazione che addimostra l'intimo rap- 
jK>rlo della secante colla tangente per effetto del rapporto fra il dia- 
metro la corda e I arco e di tutto ciò essendo legame e fondamento la 
spezzata rettangolare. Ma non ad altra qualità delle rettilitiee si di- 
visò di attendere che alla prodotta dal molo del cavallo degli scacchi 
allorquando con i suoi salti i quadrati tutti dello scacchiere ad uno ad 
uno percorre. Ne dire si potrebbe, se pur alla fisica l’investigazione 
enunciata si bramasse applicare, che non si avrebbe immediata lu- 
singa. 0>sì la linea generala in sì fatta guisa nello spazio tutti occu- 
pandone con andamento intralcialo ma prefisso gli spazi elementari 
sembra unirli con altra legge ben diversa daH'ordinaria di attrazione : 
così ancora in meccanica gli angoli di incidenza e di riflessione che 
si inferiscono dai salti indicati comparirebbero di applicazione non 
infertile. Peraltro non solamente non si ha in mira di penetrare in 
tali lucubrazioni ma inoltre si ragionerà sull’ argomento nella ma- 
niera che le linee ed i numeri offrono la più siraplice. Del resto il 
presente lavoro non fu intrapreso che per divagamento in una costante 
meditazione la quale tendeva a trovare la macchina del moto intrin- 
secamente continuato o come abusivamente si dice, macchina di 
moto perpetuo, invenzione a cui pervenni; onde l’opuscolo stimo- 
lato dalla sua compagna aderì a non rimanere totalmente ignoto. 


Digitized by Google 



Nel giuoco degli scacchi si ha come cosa indispensabile 
la varietà della forma dei pezzi che lo compongono poiché 
diversa legge di moto a percorrere lo scacchiere ad ogni 
diverso pezzo fu attribuita. Devonsi qui rimarcare sol- 
tanto i moti deir alfiere e dell’ altro pezzo a cui si da il 
nome di torre. A tal fine pongasi mente al modo di ade- 
sione fra esse delle caselle dello scacchiere, e si vedrà che 
l’una all’altra è contigua o mediante un angolo, il che 
forma di casella in casella un cammino sulla retta formata 
dal contatto delle diagonali , o mediante un lato, il che 
forma di casella in casella un cammino fra due parallele. 
Il primo di tali moti fu atU'ibuito al alfiere per quanti 
passi o meno di quanti passi è possibile, il secondo 
alla torre e colla stessa legge. Fu combinato l’uno con 
l’altro moto per attribuirlo al pezzo che ha forma e 
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nome di cavallo, ma la combinazione fu la più semplice, 
poiché fu composto del passo il più corto dell’ alfiere 
e del passo il più corto della torre, o vice versa il che è 
chiaramente la medesima cosa, cos'i che risultò che 
il passo del cavallo degli scacchi è sempre il medesimo o 
per meglio dire della medesima dimensione. Per definire 
jier tanto il moto del cavallo potrh dirsi che consiste nel 
passaggio d’ una ad un’ altra casella saltando le due che 
sono intermedie alle altra due e che sono con l'una e con 
Paltra di esse e fra loro stesse in contatto. Si <‘onosce 
adunque che geonietrii'amcnte parlando il salto del 
cavallo degli scacchi è una retta che dal centro di un 
quadrato va al centro di un altro quadrato eguale 
ed in modo o vice versa, a formare con la lunghezza di 
due lati la lunghezza e con un lato laltezza di un 
rettangolo di cui diviene la diagonale per cui più 
esplicitamente può dirsi che è l’ipotenusa di un ti'iangolo 
rettangolo di altezza doppia della base. Clic se facciasi poi 
attenzione alle diagonali delle caselle o piccoli quadrati 
si vede che il triangolo rettangolo diviene di altezzii 
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Iripla della base poiché è foniiato di una diagonale e 
mezza dei piccoli quadrati. Questa seconda maniera deve 
oltremodo fissare rattenzione poiché dovendosi conside- 
rare il salto del cavallo soltanto nel caso in cui può 
ad una ad una occupare le caselle se ne ottiene di 
occuparne \ in forma di losanga nella 4** parte di quadrato 
o quarta parte dello scacchiere. Ne peraltro si potreblie 
trascurare il primo triangolo vale a dire quello di altezza 
doppia della base poiché si vede in primo luogo che me- 
diante esso il salto del cavallo giova ad escire dalla losanga 
senza escire dal quarto di quadrato, e che in secondo 
luogo sommando il vertice del detto ti’iangolo col vertice 
deir altro si hanno chiaramente 45 gradi di maniera che 
apprcndesi che due salti di cavallo i quali partono da un 
medesimo punto possono formare anche l’angolo di go o 
retto. Adunque nel quarto di quadrato oltre la losanga si 
ottiene un quadrato della medesima lunghezza di lati 
e non solamente in ciascuna quarta parte dello scacchiere 
si potranno ripetere c perciò alternare le due figure 

geometriche ma inoltre con l’alternazione di due losanghe 

!.. 
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e due quadrati c di due quadrati e due losanghe si pt>- 
iranno rendere successivi i 3i salti in aspetto elegante 
come si può osservare nella tavola i*. Empita con tale 
primitiva e fondamentale operazione la metà del nu- 
mero delle caselle dello scacchiere pongasi mente alla 
disposizione in certo modo simmetrica dei 3i salti e sarà 
piacevole di apprendere che une seconda tavola [ v. la 3 *. 
tav : J sarà permesso di formare procedendo collo stesso 
metodo della prima e così senza aver bisogno nel giro di 
alcuna delle 3a caselle già occupate, occupare le 3a 
rimanenti. Gioverà inoltre combinare le due tavole per 
vedere l’intreccio che occupando l’intero scacchiere dalle 
due operazioni riunite risulta [ v. t. 3®. J nel formare 63 
salti del cavallo divisi in due parti di 3 1 salti per ciascuna. 
Formato così l’intero giro dello scacchiere ed avendosi 
interruzione di salti di cavallo dall’ una all’ altra metà 
del numero totale delle caselle si è l)en lungi o almeno 
sembra di essere ben lungi dall’ evitare la detta inteiru- 
zione a fine di percorrere le 64 caselle consecutivamente 
con una sola spezzata risolvendo per tal m(xlo geome- 
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tricamente il problema dei 63 salti successivi e diversi. 
Frattanto sembra opportuno di osservare che non si è for- 
mata la seconda spezzata a cagione che la prima non 
poteva continuarsi o che almeno continuandola non 
presentava indizj di buon successo, ma si è avuto in mira 
di non trascurare della prima un’ imitazione che si 
presenta a colpo d ’ occhio. È l>en vero che non poteva 
continuarsi ricominciando nel primo quarto di quadrato 
ma se in vece si va al secondo apparisce si può conti- 
nuando fare altrettanto nel solo primo quadrato. Inoltre 
da questo passando al quarto quadrato è duopo lasciar 
ivi non occupata la losanga ma immediatamente si vede 
che occorre occupare precedentemente ad essa la losanga 
del terzo e cos'i si ha felicemente c senza alcuna incer- 
tezza il quadrato del lei’zo per finale della spezzata, 
e COSI rimangono adempiti in modo successivo come 
volevasi i 63 salti c per conseguenza occupate le 
6^ caselle. Deve osservarsi in primo luogo che tutto 
ciò vale a dire l’intero giro si ottiene col fare eccezione 
all’ alternazione di losanghe e quadrati soltanto dopo 
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|p i6 prime caselle : In secondo luogo è di importanza 
fondamentale l’osservare che mentre non si cercava che 
Tinlero giro e cos'i risolvere il problema del 63 salti 
successivi e diversi si è presentata spontaneamente la so- 
luzione deir altro più elegante problema dei 6,j salti suc- 
cessivi e diversi, vale a dire allorché l’ultimo salto va ad 
occupare la prima casella e cosi rendendo la spezzata 
rientrante in se stessa la produce senza termine e senza 
principio come nella T. /f\ Provveduto per tal modo all' 
intero giro mediante le due sole figure geometriche del 
quadrato e della losanga si è non solamente a>^erata in 
maniera semplice e chiara la possibilità del detto giro, ma 
inoltre il fin qui detto ci fa riguardare come cosa già ot- 
tenuta, eche per ciù rende superfluo di qui addurr, precisa 
locuzione di geometria, la rigorosa e geometrica dimostra- 
zione dei 6^ salti del cavallo degli scacchi. Per corredare in- 
vece con qualche osservazione le cose esposte pongasi men- 
te alle rette che si formano ed agli angoli che ne risultano. 
I .salti del cavallo presentano in qualsivoglia caso o una li- 
nea retta, o uno linea retta multipla della prima, o uno 
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di due angoli ottusi, o uno di due angoli acuti, o uno di 
due angoli retti e sempre con lati eguali o multipli della 
retta prenunciata : di maniera che non ometteremo di ri- 
ferire che se per un istante si volesse immaginare in cias- 
cun quadrato unità elevato un piano in guisa che un corpo 
elastico urtando in esso dovesse o parte o tutti percorrei’c 
i quadrati unità anche in caso di ritorno al punto di 
sua partenza, a ciò ottenere soli cinque modi diversi nella 
disposizione dei piani relativamente al punto di ciascuna 
partenza sarehWro suflicienii per avere ogni angolo di 
incidenza e riflessione, che anzi i modi riduirebbonsi a 
tre : infatti apparisce che la base del piano sarebbe pai'al- 
lela a due lati del quadrato unità per la losanga più 
corta , sarebbe sulla diagonale di esso per l’altra lo- 
sanga, e nel caso poi d’angoh) rettangolo d’inciden- 
zii c riflessione la detta base dovrebbe essere com- 
presa fra le altre due. A schiarimento di questo terzo 
caso sia, per esempio, in 4 (T. 7*.) l’angolo retto di in- 
cidenza e riflessione , i lati dell’ angolo detto termine- 
ranno in 4 j e in 3, ed intanto vedesi che è composto 
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dei due acuziangoli diversi delle losanghe, cosi che, come 
è nolo, un acuziangolo all’ altro è complemento : in se- 
guito se per bipartire i 90 gradi si immagini condotta dal 
centro del quadrato 4 una retta non solo dessa dovrà es- 
sere compresa nell’ acuziangolo più grande 5 , 4 ? 3 , ma 
di più passerà per i punti d’incontro dei quadrati 42,2, 
il che facilmente si conosce immaginando condotta dal 
centro suddetto del quadralo 4 una seconda retta che va- 
da al punti d’incontro dei quadrati 47» i : si concluderà 
pertanto che la base o retta di cercala posizione è una 
diagonale del parallelogrammo formalo dal quadrati 47» 
4»43«Non ometteremo inoltre di aggiungere come mentre 
l’alternare gli acuziangoli delle losanghe non dareblx; 
che il giro o spezzala chiusa ed a forma stellata degli 
otto numeri circostnati ad uno, combinando gli otlu- 
siangoll e gli angoli retti formercbbcsl un esagono : 
alternando poi gli ottuslangoli nascercblie una spezzala 
chiusa di salti di cavallo in forma di ottagono nel 
quale vedrebl>esi che gli angoli più grandi sono tali a 
motivo che hanno dal centro dell’ ottagono la distanza di 
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sole (lue diagonali del quadrato unità (T. 5“, T. 6*). Ma 
lasciando tali geometriche considerazioni or che sono 
state trovate con esse i 64 ® di geometrica evidenza 

provveduti sarà opportuno di sostituire i numeri alle 
linee cosicché scritta Tunità nella casella di principio si 
avrà il numero 3 nella seconda o primo salto, il numero 
5 nella terza o secando salto e cos'i in seguito; ed in tal gui- 
sa nella 64“* ® si dovrà scrivere 64 per ultimo 

numero come nella tav: 8*. Per tanto 6'4 numeri occupe- 
ranno in modo promiscuo tutto lo scacchiere, e la serie dei 
numeri naturali a motivo degli angoli di incidenza e ri- 
flessione che la formano può dirsi serie riflettente la 
quale vedesi portar qualche rimedio al difetto di man- 
canza di continuità nell’ ordinaria disposizione di nume- 
ri in tavole, per non dire alla languida monotonia di 
distribuzione : ne potrebbe non giovare la varietà nel- 
la detta distribuzione poiché apre un campo di investi- 
gazione nella teoria dei numeri in tavole o superficie. Qui 
jx)i come più opportuno all’ intento pongasi mente alla 

situazione alternativa di numeri dispari e pari che 

a 
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involontariamente presentasi in tutto lo scacchiere. A 
tal uopo si conosce che per andare da una casella ad un" 
altra contigua alla prima mediante un lato si avranno 
numeri impari e pari alternativamente per tutto il giix> 
ma i salti saranno di numero sempre impari giac- 
ché un numero pari deve essere sempre scritto nell’ 
ultima casella a motivo della sua situazione relati- 
vamente alla prima casella. Ed infatti il salto del 
(divallo degli scacchi secondo la sua definizione pro- 
duce un numero impari ed un numero pari in situa- 
zione favorevole alla distribuzione alternativa di impari 
e pari sullo scacchiere il quale essendo d’ordinario dis- 
posto in alternazione di caselle bianche e nere può 
colle due qualità rappresentare le due altre di numeri. 
Ne si può immaginare che gli angoli derivanti dalle 
tre figure geometriche, cioè due losanghe e un qua- 
drato, possano talvolta pregiudicare all’ alternazione, tali 
angoli derivando dalla data definizione. È conseguen- 
temente impedito di dispone due salti di cavallo in 
triangolo, e così alterare rallernazione. In sostanza nella 
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serie di numeri ordinar) e perciò alternativi che si 
forma col giro ideato potrebbe avere ostacolo la situa- 
zione di un numero o per se stessa o p>er quella di 
alcuno dei precedenti : al primo caso osta la definizone, 
al secondo il legame per ipotesi successivo di altemazio- 
rie e di geometrica disposizione; in maniera che l’ultimo 
numero cercato sarà pari qualunque siasi il giro anche 
se vogliasi tornare talvolta a qualche casella già occupa- 
la : del resto vedrebbesi di fatto che è pari median- 
te il minor numero possibile di tre salti vale a dire 
di quatro soli termini della serie naturale ; pertanto 
da una casella non si può andare ad un’ altra con- 
tigua alla prima mediante un lato, che nel caso di 
un numero impari di salti , come un numero pari con- 
durrebbe ad un’ altra contigua alla seconda mediante 
un lato; quindi i numeri pari e cosi pure gli imparisi suc- 
cedono solamente lungo le diagonali delle caselle il che 
da l’alternazione di impari e pari o vice versa tanto nei 
ranghi orizzontali che nei perpendicolari dello scacchiere. 
Ciò premesso e riguardato come bastantemente dis- 
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cusso mediante la geometria il giro di 64 salti si ri- 
fletta che si è trovalo allorché solo 63 si avevano 
in mira, quindi si loimi a tale primitiva ricerca ci- 
che i numeri adoprati invece di linee tiffrono di ren- 
derla abondantemente profittevole. E i-ealmenle vedesi 
in un subito come possa permutarsi Tultima casella, 
poiché da 64 potendosi saltare, per esempio, a 11, 
a aS , etc. é cosa evidente che si avrà |x^r tcrminai-e 
a li il giro I a 11,64 a 12, e per terminare a 25 
il giro I a 25,64 a 26 : ma conviene risolvere in suo 
più vasto senso il problema proponendo di cominciare 
in qualsiasi casella ed in qualsiasi terminai-e latto il gii-o 
totale dello scacchiere. Intanto si sa che é cosa sufficien- 
te il fissare il principio negli impai’i e che dovendosi 
moltiplicarli in 32 si trovano 1024 casi possibili c tutti 
diversi almeno in apparenza. Si sa pure che un punto si- 
tuato in una delle due diagonali di un quadralo ha tre 
altri punti in situazione analoga : che non deve dirsi lo 
stesso di un punto che non sia in una diagonale o ad 
egual distanza delle due, poiché inlal caso il punto ne lia 
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7 in situazione analoga. Conscguentemente e dovendosi 
escludere la metk dei 64 numeri giacché sono pari , 
ne risulta che dei Sa impari gli otto sulla diagonale si in- 
ducono a 4 cd i 24 restanti si riducono alla 4 ** parte 
cioè a 6 : pertanto presi per regolarità tali io numeri 
in una quarta parte di quadralo formata da due mezze 
diagonali, si otterranno, se vuoisi, per tutti i casi possibili 
di principio 1 seguenti della tavola i , 47 ? 4 ^’ 49 ’ 
7, 43, 29, 59, 27. Ridotti a IO ì principi conviene molti- 
plicar IO per 32 ed i 1024 casi non sono ora più che 32 o. 
Ma si ha ancora altra riduzione : ed infatti in primo 
luogo ai 4 numeri in diagonale x, 4 ?’ 4 ^’ ^ 
appartengono che 64 numeri di finale cioè 16 per cias- 
cun principio essendo simmetrici i 64 rimanenti ed 
evidentemente sujierflui in secondo luogo si torni di 
nuovo a considerare la situazione analoga dei numeri, 
ma prima si è avuto riguai'do agli impari relativamen- 
te agli impari , qui poi deve aversi riguardo agli impari 
relativamente ai pari. Infatti è chiaro che trovato, per 
esempio, il giro di i a io è inutile di cercare il giro di 
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45 a 40 giacché 45 è in siluazione analoga aio come i 
è in situazione analoga a 4 o : e per i numeri die non sono 
nella diagonale, se si conosceranno, per esempio, i 4 giri 
di 59 a 42, a 6 , a 30, a 62 numeri pari analoghi all’ im- 
pari 27 apparirà superflua la ricerca dei 4 giri di 27 a 

46 ,a 48 » ® 22, a 34 numeri pari analoghi all’ impari 5 g. 
Per conseguenza se procedasi nell’ ordine indicato i, 47 » 
45, eie. ad I apparterranno 16 (inali, a 47 i 5 , a 45 i 4 » 
a 3 i 3 , a 49 24» a 7 30, a 43 16', a 29 i3, a Sg 8 a 37 4 
142 casi in tutto; il che equivale ad ammettere per cias- 
cun principio le finali analogo a quei che lo seguono, ad 
ammettere in modo inevitabile le analoghe al detto prin- 
cipio non avendosi sostituzione di due altri numeri, ed a 
togliere infine le analoghe ai principi precedenti. Avendo 
COSI giovato in secondo luogo alla riduzione rimane 
in terzo luogo un’ altra ossenazione per condurla a 
compimento. E realmente l’analogia di situazione si è 
conàderata soltanto rapporto alla simmetria ed alla sos- 
tituzione di due altri numeri esUemi, ma può sos- 
tituirsi al numero finale anche senza simmetria quan- 
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lunquc ciò non apparisca a colpo d’occhio. Infatti se 
scelgasi, per esempio, 27 sarà la stessa cosa il terminare 
a ^2 ovvero a 62. Si può adesso stabilire il numero 
preciso dei casi opportuni che da 142 riduconsi final- 
mente a i 36 cioè a ii 5 casi di 65 salti, posti se- 
paratamente 2 1 casi di 64 salti. Conseguentemente per 
qui inserire non tutti i casi immaginabili ma quelli nei 
quali sono circoscritti ed ai quali conviene aver riguardo 
come realmente diversi si potrà formare l’elenco seguente. 
Da I a 42, a 20, etc. Da 4 y a 20, a 22, etc. etc. etc. 
Somma ii 5 . Da i a 2, a i 4 ? etc. etc. etc. Somma 21. 
Ili tutto i 36 . Per quanto i giri sieno in tal modo ris- 
tretti a l)en minor numero di quel che appariva ri- 
mane nonostante una folla di condizioni alle quali 
necessita potersi soddisfare se il problema in ogni in- 
contro devesi ammettere come possibile. Prima adunque 
di passare alle soluzioni ad una ad una, si esamini 

a fine di facilitarle qualche generalità che nel loro 

/ 

insieme non saprebbero mancar di presentare. Qua- 
lunque siasi l’origine, qualunque il compimento pres- 
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critto, se tali due numeri estremi non sieno natural- 
mente consecutivi fra loro, dall’ uno all’ altro si passerà 
mediante due spezzate in nessuna parte identiche, ci<^ 
mediante due serie riflettenti che non hanno alcun 
termine eguale. Per un qualche esemplo se da i si 
vada a 38 si avrà la riflettente diretta 2 a 37 , e 
l’inversa 64 a 39 , trascurando cosi come cos'i più 
chiara i due termini estremi comuni alle due serie. 
Giova molto il considerar cosi in due pai’ti distinte 
e risultanti dal 64 salti l’intero giro dello scacchici'c 
relativamente a due numeri fissi. Il più semplice 
dei ripieghi che ne risulta per servire alle soluzioni 
cercate , consisterà chiaramente in non dipartirsi 
dalle due dette serie c in tal modo condurranno 
esse ad effetto favorevole se dal primo o dall’ ultimo 
termine dell’ una si potrà aver passaggio all’ ultimo 
o al primo dell’ altra. Cos'i se cominciando in 43 
vogliasi terminare in 24 si trova che l’ultimo termine 
25 della riflettente Inversa combina col primo 44 
della diretta : quindi mediante le due sole 43 ^ 25 
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<• a 64 , I a ^4 si perviene alla soluzione bramata 
la quale consiste nel giro, serie composta o formula 
43 a iì 5 , 44 ^ ^ 4 » * ^ - 4 * altro ripiego ben semplice 
ma che peraltro aggiunge una serie dividendo in due 
una delle due, consiste pertanto nell’ interporne una 
mediante il primo e Tultimo suo termine fra due tei- 
mini deir altra : cosi per ottenere l’intero giro di 27 
a 6 potendosi interpoiTe la riflettente Inversa 26 a 7 
fra i numeri 3 1 e 3 ?- della diretta apparisce all’ uopo 
la formula 27 a 3 i, 26 a 7, 32 a 64» 1 a 6. Quando 
si ha una spezzata chiusa, o riflettente di termini es- 
tremi in combinazione , risulta elegante maniera di 
pervenire all’ intento, siccome per qualsiasi coppia i 
termini consecutivi della serie in tal guisa priva di 
origine addivengono estremi nell’ opportunità. Vogliasi 
avuto principio in 49 ^ver fine in 28. L’inversa 4 ^ 
a 29 è, come vedesi, una spezzata o riflettente chiusa : 
ma presa come serie diretta da 34 a 48 e passando 
mediante 48 al residuo di essa divenuto pure serie 

diretta, 33 e 34 saranno opportuni numeri interposti 

3 
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fra 63 e 64 riflettente non considerata e di- 

retta 5 o a 64, I a 0,7. Tali 4 riflettenti danno im- 
me<liatamente la cercata soluzione 49 a 63 , 34 a 4^1 
a 33 , 64, 1 a ^ 8 . Nel seguente esempio di 4 ^ a 
46 non compariscono che tre sole serie giacché non si 
ha interpoàzione ma si aggiunge il termine finale 46 
al 47 sr rie forma una serie inversa da due dirette 
preceduta : per la qual cosa si ottiene 43 a 4^ , 4^ 
a 64, I a 4^9 47 Talvolta si approfitta della 

figura geometiica della losanga o del quadralo giacché 
nei quattro termini che ne risultano il primo col quarto 
combina ed in tal guisa emerge una nuova serie e 
permutazione nell' ordine delle cifre. Serva l esempio 
43 a 56 il quale con 5 serie presenta la composta 

43 a 44 5 ^9 ^ ^ 7 ’ ® ® ^ 

56 - Anche senza l’uso delle losanghe e quadrati si 
suddivide vale a dire si formano più serie colle due 
fondamentali e si inverte all’ uopo. Conseguentemente 
se da 45 vadasi a -2 si incontra la composta 4 ^ a 54 , 
63 a 46, 33 a 26, I, 64, 25 a 2. Nell’ esempio 7 a 
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I, 64 a 53 , 8 a i8, 23 a 19, 52 a 24 vedrebbesi 
cliiaramente combinato il ripiego di inserire una serie 
fondamentale fra due termini dell’ altra con ciò che si 
è detto precedentemente, vale a dire col suddividei'e 
ed invertere. In generale può dirsi che il suddivi- 
dere invertendo o non invertendo forma la conse- 
guenza ed il sostegno dei ripieghi precedentemente es- 
|X>sti i quali altrimenti sarebbero spesso insufficienti 
e non entrerebbero in combinazione fra loro. Per ri- 
portare altro esempio nel seguente non solo si avrà 
quanto nel precedente ma di più vi comparirò adoprata 
la losanga. Infatti 49 conduce a 20 mediante 49 a 52 , 
21 a 33,46 a 48, 45 a 34 , 53 a 64, i a 20. Tali sono 
i ripieghi tale il sistema che adottato non solamente 
‘conduce con facilità e quasi a colpo d’occhio alla for- 
mazione di tutte le i 36 formule, ma inoltre in della 
ricerca non si ha d’uopo in nessuno dei casi di oltre- 
passare il numero lien ristretto di 6 serie. A tale og- 
getto si consultino le tavole 9, 10, ii, 12 le quali 

palesano tutte le bramate soluzioni. Non è forse su- 

3 .. 
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pertluo di aggiungere che le dette formule si potreb- 
bei’o anche per mezzo di linee rette rappresentare in 
guisa che se non ne risultasse vantaggio nel formiu-e 
le une colla scorta delle altre, risultereblx;ro per lo 
meno visibili gli usali ripieghi in modo istantaneo e 
più generale : si porrebl)e a tale oggetto una linea 
retta nella stessa direzione di alcuna delle precedenti 
solo allorquando dovesse considerai’sene come sempli- 
cemente staccala a motivo di numeri che natural- 
mente fi’a loro succedcvansi. Per maggiore chiarezza 
vogliasi interprendere il giro di 43 a 6; comparirà -la 
formula 43 a 4* ? 44 ^ 49» 4® 7» 3 o a 6-f , i a 6* 

che sai-à pui'e espressa e contenuta nelle 4 seguenti 

rette alternative — — : darebbe invece la Ibi- 

mula 49 a 4 o» 17 a 8 , 39 a 18, 57 a 64, i a 7, 

5 o a 56 le rette : se poi abbiasi l’esposta 

7 a 1 , 64 a 53 , 8 a i8, a 3 a 19, 52 a 24 si pone 
~ — ~ prolraendo la terza linea ne più ne meno 

della seconda se vuoisi indicare che all’ ultimo nu- 
mero della 2*. serie aderisce rcgolai’menle rullimo 
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tirila 3.*. Da ciò deducesi facilinenle che rapporto alle 
losanghe e quadrati esprimendo tre numeri con una 
retta più corta, l’addotta formula di 4^ a 56 è rap>- 
presentata mediante — : e finalmente se 

vogliosi ammesso il punto per indicare il numero unico 
di una serie, in cui lutti gli altri sono zero, preso il 
giro di o.Q a 34 si otterrh la figura ^ in- 

vece dei numeri 39 a 64, '35, 38 a 36, i a 2 ^. Ma 
poco sareblx]: Tavcr soddisfatto in modo semplice e spedito 
a tutti i i36 casi, poco sareblie l’aver riconosciuta come 
possibile la soluzione del problema per qualunque siasi 
casella tli origine e di termine, se di tale possibilità 
ritrovata, per cosi dire, a caso non emergesse con mate- 
matica rigidezza la dimostrazione. Apparirà pertanto co- 
me cosa indispensabile di intraprendere ad esaminare 
e ad effetto se non per altro di semplice esperimento la 
formula generale i a 64 dalla quale si è già veduto ema- 
nare qualche altra soluzione del problema in modo evi- 
dente e spedito. Si sa infatti che 64 mediante i numeri 
circostanti, con i quali combina, n, sS, 25, 33, 37,61 
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conduce alle formule o giri di nuova finale, i a 1 1 , 64 a 
1 2, 2“. I a 23, 64 a 24, 3 ®. i a ,64 a 26, e cosi in seguito 
alle finali 34 , 38,62 ; è cosa evidente die può a motivo dei 
numeri estremi i, 64 che sono in combinazione aggiun- 
gersi la formula i , 64 a 2. E relativamente al detto caso 
di numeri estremi di comlfinazione non saprebbesi non 
riguardare come cosa opportuna per agevolare la dimas- 
trazione cercala il diminuire di essa l’imjjaccio con di- 
chiarare immediatamente come evidenti le soluzioni citale 
di comliinazione delle quali è pure evidentemente la 
prima trovata la (brmula t a 64. Ed in realtà se si consi- 
deri che i 64 salti del cavallo sono circoscritti in 21 casi 
diversi, come vedesi neJla i2‘ tavola, e che si è qui sopra 
soddisfetto a colpo d'occhio al caso della finale 12 in detta 
tavola contemplalo, e che di soli tre altri casi 49 a 4, 49 
a 8 , 7 a 2 che ivi ammettono esame non se ne ha qualche- 
duno che non sia di facilità somma ed immediata, si 
comprenderà che 1 numeri estremi in combinazione 
dieno bentosto soluzione evidente. Pi-emessa dunque tale 
proposizione che si vedrà utile tornisi alle formule i a 1 1, 
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64 a 12, 2*. I a 23 , 64 a 24 ^ etc. e si osservi die 
nello stesso modo in cui sono dedotte dalla genera- 
le, altre si deducono dalle medesime. Cosi a motivo 
dei sei numeri impari che oltre l'uno e l’altro impari 
immediato combinano con 12 si ottengono le nuo- 
ve sei formule i, 12 a 64, ii a 2, 2*. 1 a 9, 12 a 
64, Il a 10,3*. 1 a 11,64 a 17, 12 a 16, etc. prose- 
guendo se vuoisi per regolaritìi in ordine progressivo 
mediante 35 , 4 i» 53 , il che si è fatto anche preceden- 
temente giacché la serie inversa i , 64 a 2 si preter- 
mette per cominciare in seguito altro complesso di 
formule se occorre allorché si è compito il numero delle 
derivanti dalla serie diretta. Si avverte che intendesi par- 
lare delle derivanti di finale diversa, e coà qui sopra 
non abbiasi in considerazione il 55 . E chiaro pertanto 
come delibasi proseguire nella ricerca delle formule, il 
che vedesi inoltir nella tavola i 3 *. prodotta dal com- 
plesso pi'imitivo, vale a dire, della serie diretta. Si osser- 
vi nella delta tavola non esistere la formula della finale 
4 , ma ciò non fa difficoltk a cagione come si é detto dei 
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64 salti. Coiiseguciilemciite sarebbe sujjcrlluo di lljrmare 
la tavola i 4 ** se non giovasse a fine di confrontai'la 
eolia prima e per osservare come in essa inanellino le 
finali 12, 28 il che fieraltro evidentemente non è di pre- 
giudizio ancorché nel primo complesso non mancasse 
solamente il 12, ma qualunque altra finale escluso 28. 
Seliliene un tale procedere addimostri il facile e l'egolare 
sviluppo della formula generale non si può in rapporto 
della cercata dimostrazione aver fiducia nel favorevole 
ottenuto risultalo senza ricoiTere a qualche altro evsperi- 
menio. Se pertanto sulla detta generale o fondamentale 
I a 64 costruiscasi a caso un’ altra formula deducen- 
done 57 a 64, I a 56 la quale si sviluppi come pre- 
cedentemente e come vedesi nella tavola 1 5 “., nascono 
altre formule derivale, semplici e spedile ma le finali 
4 e 28 mancanoj e se colla tavola 16*. si adopri Tinversa 
57 a 1, 64 a 58 , mancano le finali 4 > 12 ; dunque il 
metodo adopralo non fa leruiinai'e in 4 col principio 
57, dunque non soddisfk alla ricerca della dimostrazione, 
quantunque fuori di tale circostanza si jxissa agevol- 
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monte rimediare alla mancanza siccome non si fatiche- 
rebbe a trovare 57 a 64? 1 1 a 56 , 17 a 8, 5 a 7, 2 
a 4 « Sembrerà forse un metodo più diretto ed opportuno 
il far derivare le formule l’iina dall’ altra successiva- 
mente. Se pertanto riprendasi i a 64 e si scriva ovvero 
si immagini scritta Finterà serie dei numeri componenti 
la formula avviene che allorquando per avere altra finale 
ripiegasi , per cos'i dire, la formula in se stessa per ren- 
dere successivo il 64 a qualche numero impari corris- 
pondente, la serie chiusa che in tal modo si forma analo- 
gamente a quanto si è altrove osservato, diventa una se- 
rie inversa in rapporto a quel che era, e la nuova formula in 
tal guisa prodotta da luogo a ripetere la stessa operazione 
|Ter ottenere altra formula ed altra finale, e cosi in se- 
guito. Ma insorge una difificoltk che in primo luogo ap- 
partiene ai numeri angolari 3 o e 38 i quali comunicando 
soltanto con gli impari immediati pongono termine alla 
successione di derivazione. In secondo luogo si rifletta 
che non basta che al numero finale non manchino gli im- 
pari di combinazione che servono a rendere chiusa la serie 

4 
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facendola ripiegare in se stessa; giacché il pari a destra 
e COSI senza interposizione consecutivo all’ impari o può 
essere un numero il quale, come si è veduto, è stato già 
reso finale ovvero che è stato già disgiunto per renderlo 
finale invertendo. Ne si ha dubbio di un tal fatto se si 
rammenti che un numero oltre il combinare solamente 
con i due immediati combina talvolta non solamente 
con uno di più, talvolta con due o con quattro o con 
sei : da ciò è palese inferirsi che i 3a numeri pari finali 
devono corrispondere in complesso a Sa impari immedia- 
ti i quali mediante altre loro combinazioni relative alle 
finali ad una ad una formano pure in complesso altri 
io4 impari di combinazione. Qui si osservi almeno di 
passaggio, che una tal somma Sa più i o4 , vale a dire 
un tal numero iS6 di corrispondenze in complesso di 
impari con pari, o vice versa, è lo stesso, già trovato 
altrove, dei giri dello scacchiere. All’ impedimento della 
continuazione delle derivate si ha peraltro il rimedio di 
ricominciare un nuovo oixline di derivate e cos'i in 
seguito quante volte occorra e se ne presenti l’occasione. 
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A tal uopo si può riprendere la finale 64 seguendo come 
prima la progressiva grandezza degli impari di combina- 
zione finché siane esaurita la totalità : nello stesso modo 
le finali i2,2,6,etc. possono offrire successivamente altri 
principi di ordini di deri vate. Ciò nonostante non si soddis- 
fk a tutti i 32 casi, si hanno formule un poco meno sem- 
plici che altrove si son date e mancano le finali 4» 28, 36 , 
56 . Coir invei'sa i, 64 a 3 risultano formule più prolisse; 
e siccome mancano 1 2 e 36 , emerge che la finale 36 non 
rimane soddisfatta se un tal metodo si adopri. Per seguire 
Tandamento chiaro del detto metodo pare forse superfluo 
di riportai’e alcuna tavola; ciò non ostante oltre la l'j*. si 
è formata la i 8 *. con l'inversa t , 64 a 2 non tanto per ivi 
osservare la prolissità delle formule quanto per estrarne 
la decima invertendola fino alla seconda cifra 64 e de- 
durne due altre tavole una in linee l’altra in numeri che 
sono scritti secondo l’andamento della spezzata : in tal 
modo si hanno in vista i non pochi cangiamenti che 
risultano nel nuovo giro i, i8 a 21, eie. 64 col van- 
taggio se non altro di qualche confronto con l’ordinaria 

4.. 
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geometrica fonna e numerica disposizione della generale 
I a 64* l’abondanza delle serie prodotte dai due 
metodi esposti è cosa dispiacente il dover convenire clic 
per una l>en tenue mancanza non emani il numero to- 
tale dei giri dello scacchiere. È b<'n vero peraltro che 
jion si è urtato in tale ostacolo che per volei'e circos- 
crivere in precisi limiti la quantità di tali giri , e con si 
fatta maniera la soverchia fiducia in favorevole risultato 
condusse a trascurare ubertosissima indagine. Intendesi 
dire, come è cosa agevole a credersi, della ripetizione 
delle medesime finali. Il pervenire ad esse ilipc'iule in- 
fatti, in sostanza, in ultima analisi dalla loro situazione 
piuttosto a destra che a sinistra degli impari in occasione 
opportuna. Or non saprebbesi non vedere la somma 
varietà nata dalle ripetizioni, varietà la quale è ottima 
gai'anzia nel dubbio di pervenire alle occasioni mento- 
vate. Non si tace, quantunque facile a prevedere, che 
gli stessi impari immediati valgono ora in concorso degli 
alii'i ad inverterc la serie, o porzione di essa, nel atto di 
cangiare il termine finale. Devesi pure aggiungere qual 


Digitized by GoogU 


29 

cosa indispensabile che se piaccia di far variare anche il 
termine di principio per ritornare al medesimo, ciò non 
solo è, come è noto, possibile senza difficoltà, ma inoltre 
di varietà abondevole quantun<!}ue indiretta. È cosa 
manifesta non esser duopo di aver qui in considerazione 
la varietà la quale si è altrove esaminata e nata da 
permutazioni di termini che nella serie esistono come 
intermedj. Se poi delle ripetizioni , almeno di finale, vo- 
gliasi qualche esempio avviene di trovarne ben semplice 
nella discussa 5 y a 64, i a 56 in cui le finali si sono 
inutilmente permutale per ottenerle tutte giacché il 4 
in ogni modo è rimasto escluso. Prolraendo le serie a tre 
sole altre che finiscono in maniera già trovata diventa 
possibile nella quarta di terminare finalmente con 4 * 
Infatti mediante rottcnuta ultima 5 ^ a 49 ? . . . ., 25 a i , 
64 a 60 si inferisce S'j a 49» . • . zS a i , 60 a 64, e poi 

57 a 49» , 25 a 1 1 , 64 a 60, 1 a io, e poi 57 a 49» 

,25 a i 5 , IO a i, 60 a 64» n a i 4 » dunque 57 a 

49 » 58 a 59,44 a 45» 48 a 46, 39 a 26 , 43 a 40, 25 a i 5 , 
ioa 5 ,i 4 a 11,64 a i a 4 come si voleva. Sembra 
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non occorrere di altro aggiungere del presente me- 
todo ; nondimeno si è creduto non superfluo il ri- 
portare il risultato di qualche applicazione ben vasta 
avendo ricorso alla contemplata, i, 64 a 4 ?» ^ 

i 4 a i 5 , aa a 35 , , 21 a 18. In vece di ammettere 

subito come prima. 64 finale si è a ciò provveduto due 
volte dofK) molte serie finché dopo 5 o di esse di nuovo 
il 64 comparisce in ultimo luogo con variatissimo giro. 
L'ordine ammesso nelle serie si deduce da 5 1 finali nell’ 
ordine 


Sa, 

22 , 

36, 

4 ’ 

48, 

46, 

6 , 

8 , 

5a, 

•So, 

18 , 

56, 

54, 

60 , 

58, 

26 , 

44» 

42, 

46, 

48, 

28 , 

54, 

IO, 

3a, 

34» 

62 , 

20 , 

4o, 

24, 

5o, 

2 , 

64, 

12 , 

2, 

IO, 

54, 


12 , 

56, 

64, 

^ 4 ’ 

54, 

IO, 

2, 

32, 

6 , 

48, 

5a, 

Sa, 

^ 4 ’ 

64 

mediante le 

cessioni dei 5i 

impetri 






3i, 

i5. 

^ 7 ’ 

4g 

49» 

45, 

47» 

7» 

53, 

49^ 

3i, 

^ 7 ’ 

55, 

61 , 

57, 

25 , 

43, 

4i» 

47 ’ 

45, 

29 ^ 

61 , 

II, 

i5. 

21 , 

63, 

21 , 
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‘7^ 

35, 

3i, 

^ 7’ I’ 

I’ 9’ I*’ 


i5. 


53, 

,63, 1 , 

i5. II, 9 , 33, 


7’ 

47^ 

49’ 

21 , i5. 

I, di qui l’immaginata 

I» 

i4, 5 

a 6 , 

47’ 

42 a 43 , 

26 a 28 , 61 a 62 , 21 , 

52 

a 5o, 

7 ^ 3 

2, I 

5, IO a 8 , 

53, 12 a i3, 16 a 17 , 

20 

a i 8 , 

r 57 , 

60 

a 58, 25 

, ^0 a 37 , 22 a 24 » 

3i 

a 29 , 

48 a 

49’ 

4^2, 33, 

, 4^ * 44’ 4 *’ 36 a 34 , 

63, 

56 a 

54, 


64 . Non si 

creda jyeraltro che siasi 

del 

tutto 

0 quasi 

del tutto 

operato a caso giacché 


non solamente si sono ad arte evitatigli angolari 3o 
e 38 i quali non danno successione; ma inoltre si è 
avuto in mira che non rimanesse, prima di desistere, un 
solo degli altri pari il quale fosse nel tempo stesso in 
compagnia tanto dell’ uno quanto dell’ altro degli im- 
pari immediati : da ciò apparisce che la prolissa for- 
mula infrascritta è singolare addimostrando a colpo 
d’occhio per il principio unità che a tutti i pari di fi- 
nale è possibile di soddisfare. Se le finali che mancano 
inducono a prima vista colla sc.arsa loro quantità all’ 
idea delle ripetizioni , un’ altra osservazione che pure senza 
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ostacolo si presenta si deve adesso riferire. Laonde se si 
consideri in ciascuna delle sei tavole ciascuna finale che 
manca avviene di conoscere che in ogni caso dai due im- 
pari immediati non risultano che due o tre pari di com- 
binazione, vale a dire la minor quantità possibile, il 36’ 
per altro eccettuato; nondimeno gli immetliati di 36 non 
pervengono ad oltrepassare cinque pari di combinazione. 
Ciò premesso rammentisi, per circoscrivere in qualche 
categoria le dette finali mancanti, che la generale i a 64 
è tutta ripartita di 4 in 4 numeri a tenore della pri- 
mitiva forma geometrica di losanghe e quadrati. Succede 
pertanto che nell’ una e nell’ altra figura geometrica 
non si trovano che in quarto luogo, e cos'i per quarto 
numero dei quattro, le discusse finali: conseguentemente 
si stabilisce che non solamente non avvi alcuna di esse 
per secondo dei quattro numeri che compongono ogni 
losanga e quadrato, ma che inoltre per ogni 2 °. degli in- 
dicati 4 numeri anche in circostanza la meno favorevole 
si ottiene almeno la ricerca di tre finali in luogo di una 
sola. Se per esempio a 54 si brami di aver termine è ma- 
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nlfì'sto che oltre 5 'j è sufficiente che si abbia in vece 56 
il quale addita subito l’altro pari della geometrica figura; 
in oltre basta trovare 6o jier avere 54 o 56, giacché si ha 
la scorie non interrotta e diretta o inversa 53, 54, 55, 56, 
57 . Ammettendo in s'i fatto modo una categoria di nu- 
meri la quale escluda riguardo a se stessa la mancanza 
delle finali è cosa facile inferire un ripiego per dimos- 
trare in maniera regolare diretta o inversa la possibilità 
voluta dei salti del cavallo degli scacchi. Imperci<x:chè se 
vogliasi prescindere dal principio unità, relativamente al 
di cui buon effetto non si ha più alcun dubbio, non 
rimane che immaginare che siasi soddisfatto a qualunque 
altro caso generato da altri nove principi per i quali ad- 
ducesi,come altrove, 47, 4^^ 49? realtà se in 

vantaggio di tali numeri, si dovessero proseguire le tavole 
regolari ad imitazione delle addotte non avrebbe che a 
procedersi al solito ma senza temere imbarazzo e nep- 
pure irregolarità per qualche mancanza di finale , sic- 
come i numeri mancanti sai'ebl>ero valevoli ad indicare 

all’ uopo, e se ciù sembrasse giovevole, altre tavole, 
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quantunque invers<% regolari, definitive, decisive. Ed 
infatti jxx !0 importa ohe principiando da 49 *>on avvenga 
di terminare, per ipotesi in 6^, giacché se in modo con- 
trario peraltro equivalente si principierà in 44 
minare in i5, refl’etto apparir?» sicuro essendo il i5 il 
terzo non il primo degli impari di qiiatlralo. Invece di 
sarebbe lecito di approfittare di 3i, ed invece di 4-5 
che è l’altro degli impari i quali sono in primo luogo fra 
i 4 numeri di figura geometrica, sarebb<* lecito di appro- 
fittare di 23 impari in terzo luogo, in tal guisa rimanendo 
esclustv ogni dubbio. Ma qualunque sia l’utilith che in- 
t<‘iidasi attribuire alle percorse ricerche sulla generale i 
a 6 j considerala dipendentemente dalle sue derivate si è 
creduto di non indugiare ad adottare per la cercata di- 
mostrazione la seguente. Ricorresi di nuovo alla distri- 
buzione geometrica dei numeri la quale di tlue in due 
rende l’impiego delle finali osservabile. Suppongasi im- 
mediatamente che allorquando la generale i a 64 oflie 
qualsiasi finale dei numeri pari, il terminare anche 
nell’ altro pai’i corrispondente della medesima losjinga 
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o qua«lrato sia necessiti. Por conseguenza ben chiara 
se l’uno dei due non può essere una finale l’altro 
rimane indispensabilmente nello stesso divieto. Ciò posto 
avendosi aml^edue le finali o essendo escluse amlìedue, 
non si esita ad asserire che ammettendo esser cosa pos- 
sil)ile tanto nella losanga quanto nel quadrato che man- 
chino le due finali, si ammettereblie un teorema assurdo; 
e ciò si passa a provare. Addotti qui pure i dicci numeri 
I, 47, etc. i quali produssero la totalità di i36 solu- 
zioni, si sa intanto che per i 6 ^ salti e cos'i per numeri 
estremi di combinazione è cosa valida il riguardarli 
come di evidente risultato. Di tale fondamento è mag- 
giore adesso refficacia poiché dovendo essere a due a 
due o non essere ammissibili le finali diverrà talvolta 
sufficiente che la combinazione esista fra un numero 
impari dell’ una ed un pari dell’ altra figura geome- 
trica estrema. Cosi se dcbliasi cominciare a 29 e ter- 
minare a 62 e si prenda in vece, senza 3i adesso 
permutazione superflua, il termine in 6 per applicare 

l’osservazione, avviene che il 7 combinando con 32 la 

5.. 
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possibilità della soluzione è trovata. Infatti se per ipo- 
tesi, fi ed 8 non sieno Onali, il 'j die è terzo numero di 
quadrato deve jx*!' conservare Teffetto escludere la com- 
binazione con 3a in cui si ha una finale per necessità ; il 
che apparisce erroneo : dunque in fi si ha la finale ri- 
chiesta. Si avverte che lo stesso principio 29 genera tre 
giri di termini adesso equivalenti 2 , 4^54, e ciò non 
conviene trascurare. Riflettasi pertanto che non sola- 
mente le losanghe estreme non sono in communicazione, 
non solamente i terzi numeri 3, 55 sono angolari e così 
incapaci di produrre communicazione almeno mediante 
figure geometriche intermedie, ma che inoltre sarebbe 
anche inutile di invertere come se si volesse cominciare , 
per esempio , dal pari 4 e terminare all’ impari 29, poiché 
anche il 3o è angolare. Non si ha peraltro imbarazzo, im- 
jierciocchè è manifesto che se con 29, 3o, etc. si ter- 
mini in 4? il residuo 5, fi, eie., 28 si riguarda come in- 
terposto chiaramente fra fio e fii interponendo 5 e 6' fra 
Bey. Ciò avvertito, in tutti gli altri giri che dei i3fi si 
dovrebbero esaminare non si incontra pure difficoltà, e 
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non abbisogna ne anche il cangiar numeri come si è 
fatto fra 62 et 6; ed il metodo consiste, come prevedesi, 
in pervenire all’ assurdo per escludere il dubbio. Pro- 
pongasi, per esempio, il principio ^5 c la finale 5 o, ed ac- 
caderh come segue, di ragionare. Se 5 o et 52 non sono 
numeri finali l’intermedio 5 1 impedirà di terminare an- 
cora in 60} quindi neppure 60 e 58 sono numeri finali, 
e l’intermedio 5 q impedirà di terminare ancora in 44» 
ma è cosa assurda che il principio 4^ non dia 44 
finale; dunque sarà possibile cominciando in 45 aver 
fine in 5 o. Propongasi 5 g come principio per compire 
il giro in 48. Il 47 intermedio a 4^5 e 48 ha più pai’i 
in combinazione, onde preso il 42 si vedrà che se 46 - 
e 48 non sono numeri finali, neppure lo sono 42 e 
44 9 e l’intermedio 45 impedirà di e.sserlo a 26 e 28; 
<lunque l’intermedio 27 esclude la finale 60, la quale 
è di necessità, dunque diventano numeri estremi 5 g e 
48. Se in vece di 42 prendevasi il 6 che pure comu- 
nica con 47» s* sarebbe risparmiato un quadrato di 
communicazione, il 7 combinando con 60. Ma si voglia 
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plultosto cominciare in 7 ed aver fine in 54* Scgneiiflo 
il metodo, come sopra si devia dallo scopo ne si in- 
contra alcun numero del primo quadrato 5,6, 7 , 8 . 
liiverlesi pertanto come se si volesse cominciare in 54 
ed aver fine in 7 . Laonde se 5 e 7 non sono numeri 
finali, rintermedio 6 escluderà la finale 47 - ^^os') 46 in- 
termedio a 45 e 47 che non sono finali escluderà 55; ma 
una tale finale si ha certamente col principio 36 o 5 j, 
dunque si ha il principio 7 ed il termine 54* Sai'ebl)c 
superfluo proseguire e si ammette come impossibile tanto 
nelle losanghe quanto nei quadrati la mancanza delle 
due finali: so poi di fatto Tuna e l’altra mancasse, sarebbe 
soltanto indizio di qualche metodo non idoneo. Rima- 
nendo il tutto fondato nel siipponT che se una delle due 
finali di losanga o quadrato si ottenga si ottiene anche 
l’altra è d’uop<i ciò dimostrare. Allorquando diventa 
una finale il quarto numei-o delle dette geometriche 
figure è noto che per effetto della generale i a 6 | de- 
diux'si di terminare anche nel numero secondo; di qui 
la flimostrazione. Propongasi che vogliasi aver fine in 
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non cangiata la precedente origine in 7. G^n 36 ot- 
tenuto il 54 pure è ottenuto. Avuto solamente il 34 si 
può cercare in vece per analogia da 5 a a 4 i* Se qui an- 
cora abbiasi solamente 5 o è chiaro che slè soddisfatto 
alla ricerca come nel caso che si fosse avuto 52 . In- 
fatti poiché realmente trovasi con tutta facilità da 4 * 
a 5 o il giro 4 i ‘^ 9 ? 4 ® ^ i ^ ^4 ^ 5 o, se ne aj>- 
profitta per conoscere immediatamente come da 7 va- 
llasi a 36 usando il ripiego di formare il giro d’imitazione 
7 a 5 , 8, 45, 48 ^ 33 a 32 , 29 a 3i , 5 o a 52 , 49 ? 

40, 37 a 39, 16, i3 a i 5 , 22 a 24, 21 , 62 a 64,61, 28, 
25 a 27, 60, 57 a 59, 44’ 4^ ^ 43? 2 a 4? 1? 18 a 20, 
17, 12, 9 a 1 1 , 54 a 56 , 53, 34 a 36. Resta peraltro il 
caso che manchi tanto 52 quanto 5 o, altrimenti non si 
tratterebbe che di sostituire ad un cercato numero ed 
in quarto luogo di quadrato o losanga altro che sia in 
secondo luogo ed in situazione analoga della scacchiere, 
sostituendo, quando occorre, anche al numero di origine 
e traendo profitto da geometrica disposizione di serie 
totale, frattanto siccome nell’ altra parte di dimostra- 


vo 


/.ione supponesl per evitare le finali nulle che una fi- 
nale trovata debba aversi come trovata anche l’altra, 
succede che procedendo qui pure nello stesso modo 
risolverebbesi il quesito col quesito. Ma si evita age- 
volmente l’ostacolp giacché è sufficiente di enumerare 
p)chi e semplici e glk usati ripieghi quali secondo le cir- 
costanze servono ad allontanare la detta difficolth di 
finali nulle ed esaminate in maniera adesso non opjx)r- 
tuna dalle ii 5 dovute soluzioni, tutti giri formati me- 
diante i IO soliti prlncipj i , '{7, etc. e 2^ finali; dicesi 
'->,4 jx)ichè sono esclusi i numeri i 8 , 52 , 32 , 6 'o, 58 , 3 o. 
Lki facilitk come nell’ esempio addotto di formare fin- 
terò giro ha evidentemente il primo luogo. Si approfitta 
pure della combinazione di estreme geometriche figure 
(vime nel principio i 5 e termine 48 siccome le tlue fi- 
nali nulle renderebliero tale erroneamente anche i4; 
e perciò il supporre l’origine in 49 '’4 

allorché si ha in 22 non ammette dubbio. Serve talvolta 
a«l indicare l’errorc il pari il quale combina con i due 
iiujiari estremi del tre che racchiudono le due finali 
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supposte nulle: cosi comincianclo di nuovo da i 5 per 
terminare in 2 o 4 il i4 sicura finale la quale combina con 
I e 5 insegna a non dubitare della finale 2 o 4 ;onde il sup- 
poiTe l’origine in 49 per aver fine in 56 allorché si ha in 
54 non ammette dubbio. In vece di due finali nulle come 
vicendevolmente escluse si osservi che nello stesso modo 
che trovando la seconda finale o quarto numero di lo- 
sanga o quadrato si trova la prima o secondo numero, 
mancando la detta prima finale manca la seconda. L’altro 
ripiego che devesi riferire consiste in perturbare l’ordine 
dei numeri di due figure geometriche successive. Per ag- 
giungere l’esempio di 29 origine e di 22 termine di giro 
si presenta invece la ricerca del giro di 39 a 24. Pertanto 
con 22 e 24, finali supposte nulle, il 23 rende nullo 18 
il quale essendo la prima finale del quadrato 17, i8, 19, 
20, rende nullo il 20 : intanto il 19 produce lo stesso ef- 
fetto con 54 e 56 , ed anche con 52 seconda finale del 
quadrato 49 i 5 o, 5 i, 52 . G^nseguentemente non deve 
essere possibile di terminare a 34 il quale combina con 

53 intermedio a 54 , 52 : ma siccome mediante l’indicata 
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perturbazione di girl si ouicne 35 , 36 , 35 , 5 /fì 3 c), 38 , 3 y, 
4 o, etc.,e COSI 54 (livenla immediato supplente di 3 y, 
perciò il 34 in qualità di sicura finale che si è resa ancora 
evidente, esclude ogni dubbio relativo a Se si formi 
Invece la serie o perturbazione 17, rio, ly, 18, 23 , 22, 2r, 
34, 35 ,etc., mediante 21 il quale Intennedlo adesso a 
23 , 34 comljina con 4 « si giunge immediatamente all’ 
intento : cosi puiv a cagione dello stesso 4« che combina 
con 21, 25 . Il numero mentovato che presentasi in 
occasione del principio uno è osservabile a motivo di nu- 
meri angolari, situazione che ofire Invariabilmente il 32 
in quarto luogo della losanga, ma l’ostacolo è soltanto 
momentaneo giacché avuto riguardo all’ altra losanga 
1, 3, 33,64 incontrasi il primitivo ripiego mentre eviden- 
temente I, 64 a 3 produce 1,64 a 55 , 3 a 53. Essendo 
superfiuo di inserire altri esempj non si differisce a diirhia- 
rare come cosa dimostrata che in tutti i ii 5 girl allor- 
quando si ha una finale si trova anche l’altra della 
medesima losanga o del medesimo quath’ato; e siccome è 
pure dimostrato non essere possibile che l’una e Tallra 
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manchi si conclude die a qualsiasi caso dei 1 15 e per 
conseguenza alla totalità di i 3 fì è permesso di soddisfare. 
Che anzi l’indicazione addotta del girl d’imitazione sug- 
gerisce l’idea di rendere più generale la dimostrazione, 
deducendosi infatti in motlo non equivoco che o si voglia 
variare il niunero di principio o il numero di finale o 
l’uno e l’allro si ha l’andamento manifesto per soddisfare 
a ciascuna delle 1024 combinazioni. Colla trascorsa di-* 
mostrazione si è compito quanto assumcvasl di riferire 
intorno al 63 ed ai 64 salti che nello scacchiere e me- 
diante le linee c mediante i numeri il cavallo degli scacchi 
eseguisce, ciò non ostante potendosi bramare che ora 
esercitato invada un camjK) più vasto si è creduto oppor- 
tuno il dare in tal proposito qualche accenno. Allor- 
quando da un primo scacchiere si passa ad un secondo 
‘ contiguo al premesso e mediante tutto il lato, si ottiene 
non solamente una doppia quantità di numeri 1 quali ad 
evitar confusione è permesso di indicare con apici so- 
vrapposti, ma inoltre la serie rimane chiusa vale a dire 

di 1 28 salti Imperocché se pervenendo a 3 o si passi a 4 ^' 

6 .. 
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risulta la formula 45' a i', 64' a 46 ' e col soccorso di 46 ' si 
torna al primo scacchiere approfittando del passaggio ^ 6 ' 
a 3i, e cos'i Tintero duplice giro o serie chiusa si forma. 
Riguardo ai 127 salti vale a dire al cominciare in qual- 
siasi numero impari o pari ed in qualsiasi pari o impari 
terminare è facil cosa osservare che alla ricerca soddisfasi 
immediatamente. E per verità se è possibile il problema 
* di 65 salti avviene che soltanto sia questione del modo 
non imj>edito di passaggio Ira i due scacchieri principal- 
mente se in uno di essi abbiasi origine e nell’ altro si ter- 
mini ; ma a ciò risponde favorevolmente la definizione 
stessa del salto di cavallo negli scacchi : per ottener pure 
di avere principio e fine nell’ uno dei due scacchieri, che 
è l’altro caso a risolversi, si vede con chiarezza in ciò es- 
sere sufficiente che i due numeri estremi dei salti operati 
in uno scacchiere sieno idonei al jjassaggio come prima 
uno solo ricercavasi, ma a ciò risponde favorevolmente 
la possibilità stessa del 63 salti. Allorquando al secondo 
scacchiere sovrasta un terzo inerente diviene indubitabile 
che ciò non apporta alcuna difficoltà : che se aggiungasi 
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un quarto scacchiere in modo o formare un grande qua- 
drato diviso in 4 parti o scacchieri o quadrati che possono 
dirsi distribuenti , qui pure si conosce senza dilazione la 
possibilità di ogni giro di 355 salti quanto di ogni altro 
di 256. Ma giova oltrepassare un cos'i ristretto numero di 
quadrati già detti distribuenti , che anzi non si differisce 
di ammettere che il grande quadrato abbia per base 
qualsiasi multiplo di 8. Qui per verità conviene comin- 
<;iarc dal considerare in qual modo nel quadrato grande 
si possano occupare tutti i distribuenti in guisa che il 
primo <x;cupato rimanga in contatto coll’ ultimo. A tale 
ricerca la quale se dicesi vasta deve anche dirsi illusoria 
si provvede senza fatica. Imperocché immaginato che 
dalla destra alla sinistra si percorra tutto il rango supe- 
riore dei quadrati distribuenti avviene spontaneamente di 
discendere per tutta la prima colonna di tali quadrati : 
salendo in seguito per tutta la seconda colonna e cos'i pro- 
seguendo alternativamente, si perviene nel terminare di 
salire nell’ ultima colonna al contatto col primo quadrato 
ma nel solo caso di un numero pari di quadrati, peraltro 
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»x)n evidente comunicazione dei salii del cavallo. Ri- 
mane il caso del numero dispaia dei distribuenli il qua- 
le fa salire per la penultima colonna e cosi discendere per 
rullima; perciò allorché si perviene alla detta penultima 
si proceda invece a destra quindi si salga per un solo dis- 
iriliuente e si proceda invece a sinistra e cos'i alternando 
si perverrà a far comunicare il primo coll’ ultimo ilistri- 
huente, ma soltanto mediante la penultima colonna cioè 
’ in modo diagonale, come meglio si conoscerebbe se invece 
dei quadrati distribuenti si immaginassero scritti numeri 
dispari e pari altemalivi e cos'i apparisse la comunicazione 
dei due impai’i estremi. Anche un tal caso di impari ade- 
risce evidentemente ai salti del cavallo non ostante Tindi- 
cata comunicazione diagonale. Conviene ora provvedere 
a tutti i casi di salti estremi che non comunicano col 
primo vale a dire ai casi di un multiplo di 64 meno 
Tu ni Ut. Ne qui si deve continuare a riguardare i distri- 
buenti come semplici numeri ma risolvere la difficoltà in 
maniera che estrinsecamente dipenda dai salti del ca- 
vallo. A tale oggetto non si considera il grande quadrato 


Digitized by Google 



^7 

come fllviso rapporto alla situa/ione dei dlslrlbuenli es- 
tremi lutto al più in tre rettangoli, ma in vece si ri- 
torna alla serie totale chiusa la quale in due serie di- 
vitlesi per elTetlo del termine finale che non combina col 
primo. Da ciò che si è detto riguardo a duQ, tre o quattro 
scacchieri si comprende che dall’ uno all' altro ad oggetto 
di retrocedere in seguito, si ha passaggio tanto mediante 
numeri intermedj della serie di uno dei due scacchieri 
come 5o, 5i , 45 , 4^, quanto allorché nell’ una o nell’ 
altra serie o in aml)edue sono i numeri estremi di esse im- 
pegnati all’ passaggio : d’altronde quando si ha soltanto 
contatto fli scacchieri a motivo della diagonale, si per- 
mette per passaggio di formare per uno dei giri il sempli- 
cissimo 3a 5,8a64, iaa,^a6, il che serve a rap- 
presentare lo scacchiere numerico alla memoria disposto 
all’ uopo ed in modo facile a ritenersi. Laonde diventa 
co^i ben agevole se ora vogliasi investigare il giro totale 
' cercato il pervenire all’ intento, e maggiormente ancora 
se vogliasi riflettere che dovendosi soltanto provvedere 
all’ una o all’ altra delle due in cui dividesi la serie 
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letale chiusa si può eli più in generale eeitare il caso 
meno semplice ed unico di due scacchieri in contatto 
mediante prolungazione della diagonale. Perciò sup- 
ponendo che iieir indicato quadrato grande e prodotto 
da quattro scacchieri Tultimo del mentovati e supe- 
iioi*e al primo divenga in vece il primo a sinistra e sia 
in esso l’uno dei due numeri estremi del giro tota- 
le, si immagini in seguito che i tre rimanenti scac- 
chieri sieno la totalità dell’ una delle due jx)ivàoni in 
cui si dividono i distribuenti osservando nel tempo stesso 
che si è voluto evitare Tindicato caso delle diagonale. 
Fatto uso di nuovo degli apici per non avere confusione 
nei numeri del tre distribuenti del quali si considera 
come ultimo il so\xapposto al terzo supponesl che nel 
quarto distribuente o primo a sinistra sia il numero 29 
l’origine del giro totale a cui trattasi ora di provvedere 
relativamente soltanto alla porzione percorsa mediante 
i numeri degli apici \ ", oltre i 64 numeri senza 
apici. Pertanto avviene che nella prima serie sia dato 
di inserire le tre rimanenti siccome conoscesl nel giro 
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che proclucesi ay a 3o,45'a 3i',4^''a 54", 5y"' a 64"', 
r" a 58'", 55" a 64", i a 45", 3o' a i',64' a 3i etc. 
Se poi nel medesimo distribuenle si voglia supporre il 
primo e rullirno numero del giro intero, il caso della dia- 
gonale ricomparisce, ma per quanto si è accennato nej)- 
pure in ciò sapreblx^si incontrare ostacolo : la qual cosa 
anche il solo est*rnpio addotto serve a lar conoscere sic- 
come tolto il quadrato degli apici " rimane se vuoisi izy 
a 3o , 45' a 1', 6'4' a 63', 56' a 62', 3"' a 5'", 8"' a 64"', i"’ a 
2'", 7'" a 6", 55' a 46 , 5i etc. Per rapporto al triangolo 
si rifletterti come conipiongasi mediante un qualsiasi qua- 
drato di distribuenti in guisa a formare un triangolo 
rettangolo il quale può dirsi dentato. Se nella prima co- 
lonna del detto quadrato salgasi avuto principio nel 
secondo distribuente di essa fino all’ ultimo inclusiva- 
mente, e quindi per effetto della diagonale si scenda nella 
seconda colonna e cosi si alterni trascurato il rango 
inferiore dei quadrati minori o distribuenti fino ad oc- 
cupare tutti quelli che costituiscono la diagonale ed in 
fine si percorra da destra a sinistra il rango trascurato 
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Inferiore si otterrò non solo il eletto triangolo clentalonia in 
oltre col primo rnltimo distribuente sarò in combinazione. 
Peraltro apparisce che i quadrati minori o distrib»ienti 
che formano la diagonale combinano a fine a due me- 
diante porzione di essa linchè nel caso del quadralo mag- 
giore coni|)Oslo di un numero impari eli minori rullimo 
di essi combina mediante Tangolo non solo col penultimo 
elei delti minori ma eli più col prt*ceelenle. Nem ostante 
che in eippeisizione a epianlo incemtravasi nei quadrali 
grandi si abbiano ora più coppie di distribuenti ciò ne)n 
apporta difficedlk coll' ave-r relazione a quel che si è re-fe*- 
rile) in tale oggetto e cedi’ evitare il caso qui espeeslo della 
diagonale triplice ricorrenelo come prima alla jKjrzione eli 
gire» che evitava la cojtpia dei distribuenti. È ben vero 
che l’imane qui pure il case» del principio e fine in un me- 
elesimo complesso di 6‘4 numeri; ma si rilletta che la 
triplice eliagonale- svanise^e quando si voglia giacché es- 
senelo in essa compi-eso l'ullime» distribuente a destra sì 
veele che si può invece di esso occupare senza indugio il 
penultimo salvo il percorrere i numeri dell’ ultime» 
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quHiicio rallro nc offre l’occasione il che a motivo dell’ 
unione inediaiile il laU», non manca. I>el resto combi- 
nando e variando le geometriche figure ad oggetto al so- 
lito di trascorrere la sujierricie piana per occupare ad uno 
ad uno gli spazj elementari o caselle si avrà più o meno 
favorevole risultato secondo le circostanze della qualità, 
del numero, della grandezza relativa, della distribuzione 
parziale e totale. Che se ad un distribuente o ad una c(ì- 
lonna di essi, altri si facciano succedei'e o altre colonne, 
le quali nc contengano la medesima quantità indetermi- 
nata si comprenderà che in tal modo nel mentre che si 
hanno pure le serie dei numeri naturali rappresentate 
dai distribuenti, risulta nel tempo stesso che p>er op>ei’a 
della serie riflettente con ordinato disordine, quanto 
piaccia si procede. Frattanto le investigazioni al di la 
dei limiti ristretti dello scacchiere non solamente fecon- 
dano la serie riflettente ma cangiano ancora la qualità di 
certi numeri , qualità relativa alla loro situazione. Cosi 
nel rettangolo di due o più quadrati consecutivi il 20, 
il f)2, il 5 i, il 27 non proseguono ad avere un s<do 
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numero di «combinazione olire gli immediati; peraltro 
intendesi di non aver riguardo che ai numeri angolari 
i quali allorché erano tali provveduti dei soli immediati 
inteiTompevano anche delle serie «lerivate di ripetizione 
randamento successivo. Si è pertanto rimedialo, per cosi 
diiT, a un difetto relativamente a 55 e 3o e perciò, può 
dirsi, senza un vanlagio definitivo giacché a 38 e 3 e cos'i 
alla serie derivala la difficolth d’interruzione rimane. Ne 
si vede in qual modo la superficie piana di scacchiere o 
distribuente possa dare alle derivate un corso libero : se 
peraltro vogliasi ad ogni modo togliere l’ostacolo ricor- 
rasi alla superficie curva di zona o cilindro. Confonden- 
dosi in tal caso il primo coll’ultimo lato del rettangolo 
o del quadralo totale non si hanno numeri con meno di 
4 corniti nazioni, cos'i più di quel che si cercava : e se inai 
abbiasi che lo scacchiere, la prima colonna di numeri 
ailerisce all’ ultima e 38 combina con ly e 23 come 3 
con 38 e 58. Ottenuti in si fatta guisa nuovi rapporti di 
numeri nella generale i a 64 mediante il cilindro e per- 
ciò col prescindere ilalla spezzala in lince rette, ne deriva 
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die se si volesse variare nel tempo stesso anche la lun- 
ghezza delle linee e considerare per esempio, per base del 
cilindro il rango ultimo delle caselle o numeri 3,6, ctc. 
gioverebbe rendere convergenti i lati normali che produ- 
cono le caselle, fino a rendere quelle del primo rango 
triangolari; e cosi invece del cilindro si formerebbe il 
cono e si avreblx* una maniera di rappresentare anche in 
tale figura geometi’ica la serie che si è nominata riflet- 
tente. Se l’altezza del cono vada sempre diminuendo fino 
a diventare zero si ha lo scacchiere in numeri ma in 
forma circolare come e di fatto si conosce giacché si è 
creduto produrre la tavola ventunesima, altra maniera 
di rappresentale la serie riflettente nella quale peraltro le 
rettilinee spezzate ricompariscono ma con cangiamenti 
di lunghezze e perciò di angoli. Se poi per un istante im- 
maginando, invece di rintracciare nuove distribuzioni di 
numeri nel circolo, che la base del cono sia la retta che 
divide a metà lo scacchiere, l’altro cono inverso inferiore 
al primo e della stessa gi’andezza si ha facendo svanire l’ul- 
tirno lato in vece del primo; c siccome si potrebbe anche 



10 slato rettilineo dei Iati concentrici variare in modo a 
pnxluiTe la sfera, risulta che la serie riflettente apparisci* 
e contenuta fra i |x>li ed in forma sferica; e cos'i qui pure 
qualche espediente a fine di procedere rimane indicato. 
Che se in luogo di maggiori investigazioni al di la della 
serie di andamento rclliruico vogliasi ail essa il ritorno, si 
otterrà ciò non ostante di evitai*e la superficie semplice 
come avviene se lacubicasi immagini di jK*rcorrere. Infatti 
se piaccia di avere un quadrato di uno o più scacchieri 
pi*r Iwse, comprendesi che nell’ uno o nell’ altro caso 
alla serie riflettente è lecito di pervenire a perconrre il 
quadralo superiore mediante uno dei quattro laterali : 
j>erix)rso cosi il dello superiore si compirà regolarmente 

11 giix) totale jiassando in primo luogo al primo o all’ ul- 
timo dei tre rimanenti. In ogni modo risulta che uno dei 
tre quadrati di angolo solido non ha alternazione di pari 
e dispari relativamente con gli altri due quadrati, la qual 
cosa è colpa dei numeri i quali non si ilividono che in 
dette due qualità di pari c dispari. Peraltro rendendo cu- 
bica ogni casella un tale per cos'i dire difetto svanisce, e la 
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sj'rir riflettente potrk anche l’inteix) solido penetrare me- 
diante i 5 12 cubi elementari. Si apprende infatti immedia- 
tamente come da uno scacchiere si passi ad altro sovrappos- 
to o inferiore e formato del pari di caselle cubiche, senza 
incontrare un benché menomo cangiamento nella legge dei 
salti de cavallo degli scacchi : è ben vero frattanto l’au- 
inento di combinazioni e che si perviene ad avere una tri- 
plice quantità di esse in vece delle otto e cos'i 24 è adesso 
il limite. Qualora al cubo un secondo si aggiunga o più o 
meno per formare un solido più ripartito l’occupazione 
totale delle caselle è del pari evidente. Rapporto alla serie 
totale chiusa del solido nulla essendosi riferito, converrà 
il darne almeno qualche accenno relativamente al cuIkj. 
A tale oggetto si immagini per un istante ridotto ad un 
sf'inplice foglio lo scacchiere; se il foglio suppongasi pie- 
galo per la metà di altezza in guisa <',he il rango supe- 
riore dei numeri pervenga al contatto del rango ultimo, 
avverrà che piegata in seguilo per metà la larghezza i 6‘4 
numeri si troveranno sovrapposti per formare un cubo 
allorché si voglia supporre che le caselle diventino cubi- 
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clic. Addotto pertanto in tal modo il culxi i nnrneri si 
incontreranno disposti come segue i a i6, 21 a 
17 a 20, 59 a 60, 57 a 58,49 ^ a 61, 64 : laonde 

non si tratta che di alterare la disposizione ordinaria dei 
numeri dello scacchiere, procedendo finché si può e quin- 
di retrocedendo; mirabile spontaneitk colla quale nel cuIkj 
presentasi la serie chiusa avvenendo nel tempo stesso 
Talternazione di losanglie e quadi’ati. Del resto non era 
arduo neppure colle 5 1 2 unità il formare la serie chiusa : 
ed infatti se per esempio si cominci in un numero degli 
angoli superiori per compire in altro numero contiguo 
al medesimo tutto il giro dello strato numerico supe- 
ri(jre, gioverà passando al terzo strato fai’e altrettanto e 
così operare alternativamente fino al penultimo; da esso 
ed evidentemente all’ ultimo strato si discende occupando 
in vece della prima la quarta casella; e terminando 
quindi nella detta prima e così nell’ angolo il giro di 
tutte le unità dello strato si salirà agli strati superiori 
alternando come precedentemente fino al secondo nel 
quale peralti'o si lenninerà il giro totale nella terza 
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casella e non nella prima, per avere la serie chiusa. Si 
fleve osservare che a motivo dei numeri degli angoli del 
cubo i quali combinano con 6 numeri e non soltanto con 
due, le serie derivate non sono interrotte dall’ angolo 
solido e rimane interamente libero il corso della serie ri- 
flettente } che se ciò fa credere alla risoluzione qui pure 
del problema di qualsiasi principio e termine di giro, 
la certezza se ne ha dalla detta osservazione delle alter- 
nazioni supplenti alle successioni degli strati; alterna- 
zione che usata all’ uopo conduce rapidamente all’ in- 
tento, quantunque a prima vista faccia dubitare del 
risultato la moltitudine dei casi. Non deve sorprendere 
anzi sembrerà forse indispensabile quanto rimane a dirsi 
giacché non si tratta soltanto di una indagine relativa 
allo scacchiere al quale non se ne aggiungono altri, ma 
di più non si fra che aumentare l)en poco il numero delle 
caselle per cosi condurle alla precisa quantità di cento. 
Ad eflétto di maggiore connessione colle trascorse inves- 
tigazioni, in verità i 36 numeri che si aggiungono non si 

considerano, p>er averne in primo luogo i 36 salti, in 
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forma di tpjadralo ma in vece od immcdiatemenle in 
forma di rolLangolo angolare adattato al solilo scaccliiere 
provveduto del solito giro della spezzala. A motivo di 
semplice indicazione per numeri ignoti ma in certi limili, 
fatto uso di lettere per accennai^' le caselle esti'emc dei 
detto rettangolo si scriva A, B, C, D a sinistra ed E, F, 
G, H a destra nelle 4 caselle finali rimanendo interposta 
al rtutangolo la casella 55*. e come meglio nella tavola 22*. 
che se ne Col soccorso di dette lettere si j>ercor- 
rono le 36 caselle con 4 sole spezzale delle quali riman- 
gono pure cos'i additali i punti esUcrui e non manca altro 
che inserire le lettere a due a due fra i numeri del giro di 
64 caselle. Avuto riguardo alle permutazioni die j>ro- 
vengono dalle losanghe e dai quadrati nel caso adesso 
di numeri che trascurati in tali geometriche figure o non 
trascurati (combinano colle lettere, rintervento di queste 
inenti'e interrompe la serie non impedisce di ricom- 
|x>rla in modo a renderla totale ed a cento salti sod- 
ilisfaoente con gli stessi numeri estremi i , 64 c non 
ostante che si inseriscano 4 nuove spezzate provenienti 
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da 36 numeri c come si vede nella formula che segue 
I a 9, 12 a 27, E ad A, 35 a 58 , B ad F, 28, G a C, 
IO a 1 1 , D ad H, 5 i a 5 o, 3 i a 29, 52 a 34 , ^9 a 49 ^ 
5 a a 64. Frattanto la prima e Tultima delle quattro piarti 
o quadrati dello scacchiere solito conservano come per il 
piassato la serie in forma di losanghe e quadrati. Adun- 
(jue se un tale andamento geometrico Ik dove è stato al- 
terato vogliasi riprodurre ad oggetto o di formare le di- 
verse serie di 99 salti o pier cercare di applicare ad esse 
la dimostrazione o per qualunque altra ragione si provve- 
derk prontamente a tale scopo col trasportare da sinistra 
a destra le lettere superiori A, B, C, D e da destra a sinis- 
tra le inferiori E, F, G, H sovrapposti ad esse gli apici ad 
evitar confusione. Infatti ideando che p>er siilatto motto 
vada in contatto della prima colonna dello scacchiere 01^ 
dinario di (>4 caselle il rettangolo angolare in guisa 
che al medesimo in vece di 55 sia 38 il numero in- 
teimcdlo ed A', H', analogamente a ciò che si è operalo, 
sieno caselle di angoli , succederk nel rinti-acciare una 

seconda formula di avere oppiortuna la seguente, 1 , 4» 
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43 a 43, H' a D', 63 a 63 , C a G', 5 , F a B', 55 a 54 , 
19 a 20, A' ad E', 6 a 18, 23 a 21 , 24 a 4 i) 44 ^ ^ 3 , 
56 a 61,64. Ma per ma^iorc chiarezza e regolarità, 
trattandosi in qualche modo dell’ importante sistema 
decimale , con metodo più diretto lo scacchiere di 100 
caselle si passi a discutere. Immaginandolo come l’al- 
tro diviso in 4 parti o quadrati ed investigando di una 
di esse il giro apparisce che i quattro angoli presen- 
tano subito un ottagono a stella (T. 23 ’.), e la simme- 
tria delle intermedie situazioni dei numeri ci conduce 
agevolmente a formare in giro una spezzata intrec- 
ciata (T. 23 *.), della quale l’ultimo numero che combina 
col primo di essa può servire a terminare nel centro 
del quadrato. Ma per evitare tal termine che non da- 
reblie escita a fine di percorrere gli altri quadrati si 
osservi che i quattro ultimi numeri trovali formano 
una losanga e passando perciò dal primo di essi all’ 
idtimo il quadralo terminerà in modo utile, e si dovrà 
senz’ altro scrivere il 23 uel centro ed il 25 ove scri- 
vevasi il 23 . Per s'i semplice cangiamento si potrà nel con- 
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liguo quadrato a destra cominciai-e egualmente nell’ an- 
golo di esso, e vedonsi immediatamente riempite le cento 
situazioni, mentre pur l’ultima colla prima con salto di 
cavallo combina (T. 24*» I* 25 *). Ma ritornando al primo 
quadrato e fatta riflessione alla centrale situazione del 23 
apparisce come mediante esso ottengasi invece di 25 di 
terminare in qualunque degli impari precedenti. Cosi vo- 
lendosi , per esempio, 1 1 per venticinquesimo avremo 
con evidenza i a io, 23 a 25 , 22 a 11; e per avere il 5 
per venticinquesimo avremo i a 4» 9 a io, 23 a 25 , 
22 a 1 1, 8 a 5 . Conviene pertanto in primo luogo l’esame 
dei numeri nei quali termina l’intero giro di cento numeri 
allorché desso ha principio e termine in un medesimo dei 
quattro piccoli quadrati. Persistendo a tal fine nel primo 
di tali quadrati, giacché senza dimostrazione, apparisce 
che ciò é sufficiente, la forma stellata dell’ ottagono ci in- 
dica in qual modo si possa cominciare negli angoli cioè in 
7, 5 , I, trascurato l’angolo 3 come superfluo, ed aver ter- 
mine nell’ ottagono medesimo. Ed infatti poiché il prin- 
cipio, per esempio, 9 della spezzata a corona o intrec- 
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<-iala permette senza tlul)hio di terminarla in qualsiasi dei 
suoi numeri impari, col principio 7 si termina per esem- 
pio in 2 ponendo 7, 6, 5 , 4 » 3 , sortendo dal piccolo qua- 
drato e nel rientrare* serbando per ultimo l’acuziangolo 
8, 1, 2. In 4 si terminereblte coll' acuziangolo6, 5 , 4 * 
minciando da 5 e terminando in 3 o in 8 si opera in nuxlo 
eguale. Si vede poi che i dareblx* il termine 4 col porre 
l’ottusiangolo i, 2, 5 , sortire e rientrando terminare con 
8, 7, 6, 5 , 4 ‘ si opererebl)e egualmente se invece si ter- 
minasse in 6 . Riguardo al terminare negli altri pari del 
quadrato in questione, conservando negli angoli l’origine 
dell’intero giro, si osservi che l’ottagono, qualunque sia 
l’angolo acuto in cui comincia, combina indistintamente 
con uno dei numeri intermedj 9, i3, 17, 31 ; quindi si 
termina agevolmente nei numeri pari che li precetlono o 
li seguono approfittando soltanto di 9 e 25 a fine di per- 
correre i tre quadrati restanti e ritornare nel primo. Vo- 
gliasi per esempio cominciando in 7 terminare in 20 si 
avrà evidentemente il giro 738, i a 6, 2 1 a 100, 9 a 20, e 
jier terminare in 33 il giro 738, i a 6, 21 a 9, 100 a 23. Ri- 
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guardo poi all’ altro caso che devcsi investigare, c meno 
semplice, vale a dire al r^so di principiare e finire fuwi 
<leir angolo e sempre nel discusso quadrato, giova il 
partire dalla regola fondamentale d’indagine non ardua 
t;he unendo ai 9 primi ogni volta due numeri si hanno 
tutti i pari del piccolo quadrato non compresi nell’ ot- 
tagono a stella quadrangolare fuorché l’ullimo pari a 
cagione del |xmultimo impari centrale, ma desso non 
ammette dubbio, dosi per terminare, per esempio, in 
Incominciando da 9, si ha subito il giro 9 a 11,8 a 
I, 100 a 12. Che se al ottagono in vece del numero 9 
si passi per esempio, col 17 il metodo in sostanza rimane 
il medesimo, poicliè se approfittando delia permutazione 
nell’ ordine degli impari della losanga 22, nS, 24, 25 si 
ponga il giro 173 32 , 25 a nS, 16 a 9 si vede che allorché 
siasi ottenuto 34 la coppia 24, 23 che a motivo del cen- 
trale 23 ed in vece di incontrare i pari dell’ ottagono ci 
fa passar oltre mediante la coppia iG, i 5 non apporta 
pregiudizio, mentre è chiaro il 16 non ammetter dul>- 
bio. Adoprando in vece del 17 il 25 , il 23 , ovvero altro 
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impari, la regola rimane chiaramente la stessa, c la sim- 
metria deir ottagono ci fa vedere che non vi è timore 
di terminar in 5 che non permetterehbe di continuare il 
giro. Per terminar poi nei pari del detto ottagono non si 
ha che a compire la spezzata, compire gli altri quadrati , 
e peneti’are in esso mediante i o 3 o 7, il che non pre- 
senta difficoltk. Rimane soltanto la ricerca dei giri i 
quali, avendo principio nel primo quadrato poiché ciò 
si vedrk essere sufficiente , vanno a terminare in uno dei 
tre rimanenti , ricerca ben facile ora che alle altre si è 
provveduto. Tre casi si presentano : o si dovrk terminare 
nel secondo o quarto quadrato, il che seguirk la stessa re- 
gola, o in secondo luogo si dovrk terminar nei pari dell’ 
ottagono del 3° quadrato, o in terzo luogo nei pari della 
spezzata intrecciata del detto. Per risolvere il caso primo 
basta rendere consecutive le spezzate intrecciate, ed in 
seguito gli ottagoni del 2“. e 3°. quadrato ovvero del 
quarto e terzo se nel quarto non si vuole tenninare, ben 
inteso che dalle spezzate siasi disunito in favore degli 
ottagoni il numero che in ciascuna prendesi come primo. 
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Et! Infatti so vogliasi l’esempio da 5 a 28, si sa che il 
primo quadrato può terminare in uno, che la spezzata 
del quarto quadrato può cominciare in 100 ed avere per 
penultimo termine 87, che il terzo quadrato, omessi 9 
numeri, j>uò cominciare in y4 conservato ultimo numero 
7.5, che passando a 76 si può compire in 88 il quarto qua- 
drato, e quindi il terzo mediante 5 1 e Sq, si sa infine che 
se vogliasi passare ad un numero angolare 3o o Sa si pos- 
sono avere tutti i a 5 del secondo quadrato e compire in 
28 il giro a>me si desidera. Per risolvere il caso secondo 
non si ha die a compire due quadrati, campire la sjiez- 
zata del terzo, e compito anche il restante quadrato all’ 
ottagono del terzo ritomare. ('os'i ritornando ad i c ter- 
minando a 58 si ha r a 5o, 5 q a 100, 5 i a 58 . Nel rima- 
nente e terzo caso, vale a dire allorché si vuol terminare 
in un numero pari della spezzata del terzo quadrato , 
giova evidentemente ricorrere all’ emesso principio che 
unendo ai 9 primi ogni volta due numeri si hanno tutti i 
pari non compresi nell’ ottagono fuorché l’ultimo che pe- 
raltro non ammette dubbio. E per addurre qui pure un 

9 
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esempio da i si terminerà in 64 |xjnendo il giro i a 5o, 
5y a 63, 52 a 58, .5 1 , loo a 6f. Tali indagini die sopra 
cento numeri sono siate aggiunte ci additano la via die il 
cavallo <legli scacchi pcrcoire non meno felicemente nel 
sistema decimale; e qui |)ure vedesi la geometria combi- 
nala in modo anche più semplice coi numeri, e la serie 
riflettente dar vita ad un ai'itmetica che potreblie dirsi 
geometrica, e cosi il prolilema del salto non interrotto 
del cavallo degli scacchi, il quale di eiisa a cagione di nu- 
meri in situazione geometrica, era Torigine ne addiver- 
rebbe la dipendenza : che se poi non vogliasi il cavallo 
degli scacchi ad altro esercitato che al celebre suo giuoco 
ed in mezzo alle sue guerresche abitudini, le investiga- 
zioni che si sono addotte ci condurranno allo scopo di 
renderlo alle battaglie più tlestro. 

FINE. 
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la circooférence en 4 <^^ degrésj par M. DAMOISEAU, io-fol. 1818. 

CONNAISSANCE DES TEMS, à Pusagc des Astronomes et des Navigaleurs, pour les 
annécs 1837 , i 838 et iSSg. 

Prixdechaque aonée avec Additions, 7 fr. , et sans Additions , 5 fr. 

On peut te procurer la Collection complete, ou des années séparées de cet Ouvrage, 
depuis 1760 jus^uà cc jour, 

ANNUAlKE PRESENTE AU BOI par le Bureau de* LongUudes, in-8. ..... i fr. 
Cet OuTrage parali tous les ans. 


CAGNOLI. TRAlTE DE TRIGONOMETRIE, traduit de rilalien , par M. Cbompré, 
2* édition, ÌD'4 , 1808 18 fr. 

CHRISTIAN, Directeur du Conserratoire dea Arts et Métiers TRAITE DE MECANIQUE 
INDUSTRIELLE , ou Exposé de la Science de la Mécaolque , déduite de Pcspérienco et 
de robiervation, principalement à l'usagedes maoufacluriers et des arlìstcs;3 toI. in- 4 * 
et Atlas de 60 planches doublé*. 75 fr. 

DELAMBRE, Secrétaire perpétue! de rinstitut, Membre de la Légion^’Honnenr , PrO' 
fesseur dAstrooomie au Collège Rovai de France, ctc. TRAlTE OOMPLET D'ACRO- 
NOMIE THEORIQUE ET PRaTJQUE, 3 voi. in~^, avec 39 plancbes , i 8 i 4 .- -8ofr. 



ftELAMBRE. HiSTOIRE DE L’ASTRONOMIE DU MOTEN AGE, i toI. in- 4 , 1819, 
•vec 17 pK en taille-douce a5 fr. 

HI^OIRE DE L' ASTRONOMIE MODERNE , a voi. in- 4 ; avec 17 pi.. 1821 , 5 o fr. 

HISTOIRE DE L'ASTRONOMIE DU XMll* SIECl.E , publióe par M. MATHIEU, 

iiiembrc de rinstitut et du Bureau des Longiludes; in *4 aree pi., i8a6, .... 36 fr. 

TABEES ASTRONOMIQUES. Voyet Bureau des Longituues. 

BASE Di; SYSXEME ftlETRIQUE. 4 voi. in -4 fr. 

Ee lume IV , par MM. Arago et Biot, membres de l’Institut, 1 voi. in* 4 f i8ai, se 
venti séparéiiient, ai fr. 

DELAMBRE et LEOENDRE. .Mòlhoilc analvtuiuc pour la DETERMINATION D’UN 

' ARC DU MERIDIEN, in -4 . ' Il 9 fr. 

EUCLIDE. OEUVRES EN GREC, LATIN ET FR ANrjllS, d'après un maniiKirit Irès ancien, 
qui étftit reste iuconnu jusqu'à nos jours ; par Pevrard, traducleur des OEuvres d’Arcbi- 
mède , ouvrage approusu par rAcadémic des Sciences ; 3 voi. in- 4 - » *^^>7 «t 1818. . .90 fr. 

ÉCOLE ROYALE POLYTECHmQUE- 

JOURNAL DE L'ECOLE POLVXECHM^UE. par MM. Lagrange, Laplace, Monge , Pronj, 
Fourcroy, Rertlioliet , Vauqueliu , Lacroix , Hachettc, Poisson , Sg.inzìn , Guyton-.Morrcau, 
Barraci, Legendrc, Haùy, Malus, Ampère, Bìnet, Olivier, Duliamcl , Coriolis, ctc., 

a 4 cabiers cu a 3 voi. in- 4 » aveedes plaucbes i 3 G fr. 5 oc. 

Chaque cabìer so vend sèparément. 

CORRESPONDANCESUR L’ECOLE POLYXEaiNK^UE , 3 voL iu-8. 


GAUSS. RECHERCllES ARITIIMETIQUES, Iradulics par M. Poullcl-Delislc , Elève de 
1 ‘Eoolc Polvtechnlque et Professeur de Mnlhcmaliquesà Orléans, i voi. in- 4 . 

IIAGEAU, Inspectcur divisionnaire au Corps des Ponts-cl-Cbauisccs. DESGRIPITON du 
Canai de jonction de la Mense au Rtiin, eie. , 1819, 1 voi. ÌD- 4 >grand papier, et alias 
cotnposédeai pi. sur demi-fcuille giand-aìglc 70 fr. 

.\om. Lps plaucbes qui composont i’atlas se vendeiit sèparément comme épures. 

HISTOIRE ET MEftloIUES DE L'ACADE-MIE ROYALE DES SCIENCES DE PARIS, 
167 voi. in-4 s i 5 oo fr. 

JOURNAL DE MATHFJIIATIQUES PURES ET APPLIQUEES, ou Recueil roensael de 
Memoires sur les diverses parties des Malbémaliques, publié par J. Liouville, Répétilcur 
à l’Ecolc Polytecbnique. 

Prix de l'abonnement pour Paris : 3 o et 34 fr. frane |de pori pour la Franco, et pour 
l’él ranger 38 fr. 

LACROIa , membre de IToslitul et de la Légion-d’Honiieur , etc. TRAITE DU CALCUL 
DIFFERENTIEL ET OU CaLCUL INTEGRAL; a* edition, reruc, corrigée et considé- 

rmlileroent augmentée , 3 voi. in- 4 , avec 18 planches 66fr« 

L'auteur a fail des cliangemens et desaugnienUtions considérables è celle nouvelle édilion. 
qu*il a revue aree le plus grand soìn. 

COURS DE MATIIEMATIQUES è l’usage de l'Ecole centrale dea Quatre-Natìons. 

Ouvrage adopté par le Gouveruement pour les L^eées, Ecolea secoutUirea, Colléges, etc. , 
I o voi . i n-8. . « 49 

LAGRANGE. THEORIE DES FONCITOKS ANALYTIQUES; nouvelle édilion, revue, 
ot augmentée par rAutenr , in -4 * «•••.. |5 fr. 

LAPLACE (M. le roarquis de) , Pair de Franco , Grand-Officier de la Légion— d*Uonncur, 
.Membro de l’Iastitul, du Bureau des Longitudes de Franoc, dea Sociéléa royales de 
Londres,de Goltingue, ctc. — SESCHt.U'VRES, 7 voi. in- 4 *. 308 fr. 

On vend sèparément le TRAITE DE MECÀNIQUE CELESTE, 5 voL ìa* 4 i les 
Supplémens. l6o fr. 

MECÀNIQUE CELESTE , tome V , in- 4 1 avec sappi. , i 8 a 5 et 1827 , .... 29 fr. 

Supplément au tome V , léparément 3 fr, 

THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES , 4 ' édit 36 fr. 

EXPOSITION DU SYSTEME DU MONDE , 6* édit. , précédé de l'EIoge do Tauleur, 

par M. Fourier, i 835 , in- 4 » * avec porlr • • . . 18 fr. 

Le méme Ouvrage, 2 voi. in-8 , i 835 i 5 fr. 
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